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RESUMEN
En el lanzamiento de proyectiles todo cuerpo describe un movimiento
parabdlico del tipo concavo hacia abajo, por efecto de la gravedad terrestre
y la trayectoria seguida ocurre desde que se lanza hasta que choca contra
una superficie. Si esta es una curva y el choque es elastico o casi elastico
entonces el angulo o direccion de salida resulta hasta ahora desconocida en
el mundo de la fisica clasica. En este trabajo se expone la deduccion de una
ecuacion que permite conocer la direccion de salida de uno o varios movi-
mientos parabélicos originados como consecuencia de uno o varios rebotes,
de un cuerpo, sobre una superficie curva representada por una funcion del
plano cartesiano.El calculo de la direccion de rebote esta fundamentada en
el analisis que se realiza en el rebote de una particula sobre una superficie
recta inclinada y donde se plantea ampliar el rebote, hacia superficies no
rectas; luego esta posibilidad puede tener aplicaciones de indole académico
en los estudios generales de ingenieria, asi como de la vida y el campo de
trabajo. La investigacion tiene como objetivo descubrir los nuevos movimien-
tos parabolicos posibles, generados ante el rebote de un cuerpo elastico
sobre una superficie curva. Sin embargo, este calculo y la relacion que se
expone resulta un preliminar para la variedad de situaciones que se pueden
generar en movimientos parabolicos de cuerpos que colisionan contra una
superficie dada conocida.
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ABSTRACT
In the launching of projectiles, everybody describes a parabolic movement
of the concave type downwards, by the effect of terrestrial gravity and the
trajectory followed occurs from the moment it starts until it hits or encou-
nters a surface. If this is a curve and the shock is elastic or almost elastic,
then the angle or direction of departure is hitherto unknown in the world of
classical physics. In this work, the deduction of an equation that allows to
know the exit direction of one or more parabolic movements originated as a
result of one or more bounces of a body on a curved surface represented by
a continuous function of the Cartesian plane is exposed.
The calculation of the direction of rebound is based on the analysis that is
made of the rebound of a particle on a straight inclined surface and where it
is proposed to extend the bounce, towards non-straight surfaces; then this
new possibility may have applications of an academic nature in the general
engineering studies, as well as life and the field of work. The objective of the
research is to discover the new possible parabolic movements generated by
the rebound of an elastic body on a curved surface. However, this calculation
and the relationship that is exposed is a preliminary for the variety of situa-
tions that can be generated in parabolic movements of bodies that collide
against a given known surface.

KEYWORDS: Parabolic rebound, known curved surface.
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INTRODUCCION
Para un proyectil en una trayectoria parabdlica
que choca contra cualquier superficie sélida im-
penetrable, puede ocurrir segtin las caracteris-
ticas del cuerpo, un rebote que sera dependiente
de la forma de la superficie. Si la superficie es
una recta y el choque es casi elastico, entonces
el angulo de incidencia serd igual al del rebote,
lo que genera uno o varios movimientos para-
bélicos consecuentes y conocidos en los casos
de: rebote sobre una linea recta vertical, sobre
una linea recta horizontal, y sobre una linea
recta inclinada (Tirado, 2018). En donde quedé
como reto al lector, el rebote parabélico de una
particula sobre una superficie curva.

En este trabajo se expone la deduccién de
una sencilla ecuacién que permite conocer la
direccién de salida de uno o varios movimien-
tos parabélicos originados como consecuencia
de uno o varios rebotes de un cuerpo sobre
una curva dada, siempre y cuando ésta curva
esté representada por una funciéon del plano
cartesiano, sea ésta algebraica o trascendente.
Ahora, cuando la particula regrese a un nuevo
contacto con la superficie, por efecto de la grave-
dad terrestre, se puede conocer por integracion
lalongitud de arco entre rebotes de la superficie
que recorre la particula.

La deduccién de la nueva direccién de salida
de la particula al rebotar sobre una superficie,
determina una ecuacién parabdlica que puede
0 no coincidir nuevamente con la funcién que
representa a la superficie en donde choca la
particula. Entonces, por analisis algebraico, se
debe deducir este encuentro para el estudio del
siguiente contacto y posible siguiente rebote.
Recordando que el rebote sobre superficies rectas
se estudia en la mecdnica avanzada con los co-
nocimientos de la conservacion de la energiay la
cantidad del movimiento; tema conocido como
cinética de la particula (Berr y Russel, 1999).

DESARROLLO

MOVIMIENTO EN EL PLANO DEL TIPO PARABOLICO

En un movimiento en el plano del tipo parabéli-
co(lanzamiento de proyectiles conla aceleracion
horizontal constante en cero y la aceleracion
vertical constante en la gravedad terrestre) que
finalice sobre una superficie en linea recta, se
le puede calcular el angulo de choque final o
angulo de incidencia por analisis del vector ve-
locidad final en funcién del pardmetro tiempo.
Todo ello, por medio de ecuaciones individuales
que analizan el comportamiento de la particula
en cada eje por separado. Es decir, el estudio de

un movimiento en el plano del tipo parabélico
utiliza el sistema de ecuaciones parameétricas
para cada eje coordenado en funcién del tiempo.

m Eje horizontal:
1 . sz = V().’I‘
2 . X = Xo + Vozt

m Ejevertical:
1. Vﬂ/ = Voy + gt
2. Y=Y4Vat+dgr

m Ecuacién de la parabola:

- 1
Y*Y[1+Xtan9+2 9

gX 25620 )
Vo

Siempre que el punto de partida del lanzamien-
to sea el origen coordenado (0,0) y el dangulo de
lanzamiento sea con respecto a la horizontal.

m Elvector velocidad final es:

VE=VptVey
t ! @
. an
m El dangulo o es igual a la: Vi),
como angulo de incidencia sobre una
superficie cualquiera sea ésta donde

termine el movimiento parabélico.

MOVIMIENTO DE REBOTE CONTRA UNA SUPERFICIE
Si el objeto lanzado rebota de la superficie de tal
forma que no exista deslizamiento o rotacion
del mismo, el tiempo de contacto sea infimo, el
choque se considere aproximadamente eldstico
y el objeto tenga capacidad eldstica para rebotar,
entonces el dangulo de salida del rebote sobre la
superficie (final del lanzamiento) sera igual:

a. el angulo de incidencia para superficies
rectas horizontales y/o verticales, o = f3.
Ecuacién 1.

b. El dngulo de incidencia menos dos veces
el angulo de la linea recta inclinada, en
rebote “hacia abajo”, o= - 26. Ecuacién 2.

c. Elangulo de incidencia mas dos veces el
angulo de la linea recta inclinada en re-
bote “hacia arriba”, a = + 26. Ecuacién
3 (Tirado 2018).

REBOTE PARABOLICO SOBRE UNA SUPERFICIE CURVA
Para poder determinar el rebote parabélico so-
bre una superficie curva, se deben cumplir los
siguientes parametros:
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a. Lasuperficie donde rebota el cuerpo que
incide con un movimiento parabdlico,
debe estar representada por una funciéon
del plano coordenado conocido.

b. Esta funcién debe ser derivable y conti-
nua en el intervalo de posibles contactos
con la trayectoria parabdlica del cuerpo
a rebotar sobre ella. Por la definicién de
la derivada como funcién que representa
la recta tangente a la funcién derivable,
y del hecho que toda evaluacién en un
punto dado “X1” es la pendiente de esta
recta (Benitez, 2006).

Cumplidas estas condiciones, el rebote sobre
una superficie conocida estara fundamentado
en el rebote sobre una superficie recta inclina-
da, debido a que el punto de contacto del cuerpo
con la superficie se considerara comun con la
recta tangente a la curva en ese punto, el cual se
obtiene por la derivada de la funcién. Es decir,
la pendiente de la recta tangente de la funcién
que representa la superficie de contacto en el
punto donde se encuentra con el cuerpo en su
movimiento parabélico, nos permite conocer el
angulo de inclinacién en donde va a rebotar el
cuerpo segun es mostrado en la Figura 1.

Y Objeto a rebotar

Recta tangente a la
curva en el contacto

Funcion
superficie

-
v

»
»

Y

Figura 1. Ejemplo de un movimiento parabélico en contacto con una
superficie curva representada por la funcion trascendente, logaritmo
natural: Y=Ln (X)

A partir de este rebote, se calcula el nuevo an-
gulo de salida o de rebote del cuerpo impactante
sobre la superficie, por las ecuaciones del rebote
parabdlico sobre una linea recta inclinada.
Este angulo y el punto de contacto, como punto
inicial del nuevo movimiento parabdlico, per-
mitirdn obtener una nueva ecuacién de movi-
miento tipo parabdlico para el cuerpo; al incluir
la informacién de éste punto, su orientacién y
la del angulo nuevo de rebote segtin se muestra
en la Figura 2.

Cuerpo en caida libre

Pendiente

W

v 1 Xi v

>
L

Figura 2. Con el angulo de la inclinacion como: 6 =tan(Y'(X)) y el
angulo de rebote como: a = - 20. Es decir: a =900 - 20.

La ecuacién del nuevo movimiento parabdlico
(4,9(X — Xo)Y'sec* (a))
) - V2
0

es
Y=Y,—(X—X,)tan(a

Donde V, es la rapidez inicial del rebote condi-
cionada a la rapidez final del contacto. (X,,Y,) es
el punto inicial del nuevo movimiento parabé-
lico en el rebote y el signo negativo en el tercer
término se refiere a la orientacién hacia abajo
que sigue el cuerpo por efecto de la gravedad
terrestre.

Seguidamente se verifica si el cuerpo y la
superficie curva vuelven a coincidir en un punto
de contacto, y por ende en el préximo rebote. Para
esto, se igualan las ecuaciones del nuevo movi-
miento parabdlico con la ecuacién representativa
de Ia superficie curva, lo que origina tres situa-
ciones de complejidad matematica diferente.

m Situacién 1: la nueva ecuacién parabé-
lica del cuerpo que rebota y la ecuacion
que representa la curva no tiene solu-
cién, cuando no existe un resultado ni
geométrico ni algebraico al igualarse.
Lo que implica que no existira un nuevo
contacto entre ambas y por ende no ocu-
ITird un nuevo rebote.

m Situacién 2: la solucién de la igualdad
de la ecuacién potencial parabélica con
una ecuacién del tipo algebraica repre-
sentativa de la superficie curva tiene
una solucién exacta o sélo tiene solucién
por aproximacion de raices poli némicas
(Método de Newton-Rapson). Lo que
permite encontrar el nuevo punto de
contacto sin o con un minimo de error.
Luego a partir de este conocimiento se
halla el nuevo dngulo de rebote y la nue-
va ecuacion parabdlica del cuerpo segiin
se muestra en la Figura 3.
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Figura 3. El cuerpo que rebota regresa a la superficie curva representada
por una funcion algebraica del plano cartesiano, en el punto X,.

m Situacién 3: la solucién de la igualdad
de la ecuacién potencial parabdlica con
una ecuacién del tipo transcendente re-
presentativa de la superficie curva tiene
una solucién exacta o sélo tiene solucién
geométrica por medio del uso de una
calculadora con funcién de grafica, o a
través de técnicas matemadticas de grafi-
cas de relaciones en el plano. Lo que per-
mite encontrar la soluciéon del punto de
contacto con un minimo de error y por
ende, se puede calcular el nuevo angulo
de rebote y la nueva ecuacioén parabélica
del cuerpo que rebota.

Luego si se conocen los dos puntos de contacto
en el eje “X™: (x; y x,) donde el cuerpo rebota
y retorna a la superficie conocida como una
funcién del plano, entonces por aplicacién de
la integracién se puede conocer el arco de curva
“desplazado” por el cuerpo sobre su vuelo sobre
la superficie, al realizar la integraciéon para
calculo de arco de la ecuaciéon de la superficie
entre los puntos de contacto ya estimados segiin

se muestra en la Figura 4.
Y

A

Primer rebote

Segundo rebote

=
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Figura 4. El cuerpo después de dos rebotes sobre la superficie curva.

El calculo del arco desplazado por el cuerpo que
rebota, medido en distancia sobre la superficie
curva, viene expresado para su cdlculo por la
relacién:

Finalmente todo el proceso se reitera en un cir-
culo que culmina con la situacién 1, en donde
ya no existird un nuevo contacto entre el cuerpo
que rebota y la superficie cuerva representada
por una ecuacién matematica (Purcell, Varberg
y Rigdon, 2001).

MATERIALES Y METODOS
Las ecuaciones deducidas en este trabajo pueden
ser validadas en experimentos de rebote parabé-
lico de cuerpos esféricos con capacidad de rebotar
y el uso de una superficie disefiada de tal forma
que esté representada por una funcién del plano
cartesiano. El experimento en si consistiria en
dejar caer pelotas sobre esta superficie y que esta
permita que se dejen huellas en los contactos y
anotar el punto de contacto (primer rebote) y el
segundo contacto (segundo rebote). Un esquema
posible fue ilustrado en la Figura 4.

Con estos datos se puede calcular por andli-
sis de un movimiento parabélico el dngulo de
rebote o de salida "a” a partir del calculo de los
puntos de contactos y compararlo con el de la
ecuacién 2 para validar estd deduccién y utili-
dad sobre superficies curvas. En este sentido los
materiales requeridos serdn los siguientes:

m Superficie de madera o plastico disenada
con la forma de una funcién del plano.

m Papel carbén y blanco para tomar notas
de las impresiones de los cuerpos al coli-
sionar con la superficie y rebotar en ella.

m Varias pelotas de pldstico, metal y de
goma, como cuerpos a rebotar.

m Calculadoracientificayjuegodeescuadras.

RESULTADOS Y DISCUSIGN EN EJEMPLOS DADOS
EJEMPLO 1
Se deja caer una pelota de golf sobre una
superficie sélida representada por la funcién
transcendente Y = Ln (X) en metros desde una
altura de 50 centimetros y se conoce que en el
contacto, la pelota de golf conserva su rapidez
alrebotar de dicha superficie (se asumié choque
eldstico). Hallar la distancia de arco total que
recorre la pelota sobre la superficie después de
rebotar y regresar a un segundo contacto, si el
contacto inicial es en (X, = 3 m). Ver Figura 5.

RESPUESTA

a. Velocidad y dngulo del primer contacto:
Vi =0+29(0,5) = Vi =— 3,13}

En el punto X, = 3 m, rapidez de salida 3,13 m/s
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Y (m)ﬂ

Pendiente
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Figura 5. Ejemplo 1, de un cuerpo que rebota después de caer libremente
desde una altura de 0,5 metros sobre una superficie representada por la
funcion y = Ln(x).

b. Calculo del angulo de salida del primer
rebote: La pendiente de la recta tangen-
tealacurvaenel puntoX,=3es: y=14,
m = 0,3333 y la inclinacién de esta recta
es 18,435°. El angulo de salida sera: 90 -
2(18,435) = 53,13°.

c. Lanueva ecuacién parabdlica del cuerpo
sera:

4,9(X - 3)‘2(Sec2(53,130)))
9,8

Y = Ln(3)— (X — 3) Tan(53,13°) 7(
d. Calculo del nuevo punto de contacto por
igualacion de la ecuacién parabélica con
la ecuacion superficie. La solucién es es-
trictamente geométrica, con X, = 1,678 m.
e. Finalmente el arco recorrido por el cuer-
po en sus dos contactos con la superficie

curva resulta de la integracién de:

rco~ [ [t 1+

El resultado de esta integral da como resultado
el valor del arco desplazado por el cuerpo en su
rebote de: 2,835-1,388 =1,448 m.

EJEMPLO 2
Se deja caer una esfera plastica en el punto X =
1,8 rad sobre una superficie representada por la
funcién Y = Sen(x), si la pelota rebota a rapidez
de 3 m/s segtin se muestra en la Figura 6. Calcu-
le el arco desplazado entre el primer y segundo
contacto con la superficie.

RESPUESTA
Elangulo deincidencia con respectoala horizon-
tales B=90%. El punto de contacto es 1,8 radianes
(103,149). Larecta tangente a la funcién Y = Sen(x)
en el punto tiene por pendiente Cos(103,14°) = -
0,2273. Suangulo es: 6 = Tan'(0,2273) = 12,81°.

»X(RAD)

Figura 6. Un cuerpo que rebota después de caer libremente sobre una
superficie representada por la funcion: Y = Sen(x).

Porlaecuacién 4.3.1, el angulo del rebote es: o =
90° - 2(12,81) = 64,4°,

La parabola de este rebote parabélico tendra
por ecuacion:

Y = Sen(103,14) — (X — 1,8) Tan(64,4°) —

_(4,9(){— 1,8 (se02(64,4°))>
9

Célculo del nuevo punto de contacto por iguala-

cién de la ecuacién parabélica con la ecuacién

superficie. La solucién es estrictamente geomé-

trica y el nuevo punto de contacto es X, = 2,73

rad. (Queda a la confirmacién por el lector con

el uso de un software de graficas de relaciones).
El arco de curva sale de la relacion:

ARCO = [ :’73 J1+ (Cos(X)PdX .

La distancia desplazada es de 1,105 m.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

CONCLUSIONES

El estudio del movimiento en el plano del tipo
parabdlico es fundamental en el drea de la
fisica bésica, considerando que casi todos los
cuerpos no autopropulsados que lanzamos al
aire con una inclinacién inicial diferente de
los noventa grados, tiene este comportamiento
para todo su tiempo de vuelo o tiempo en que
el cuerpo regresa a una superficie dada. El
estudio del rebote parabélico de un cuerpo con
capacidad de rebotar sobre una superficie cur-
va, representada por una ecuacién matematica
de una funcién continua, sea transcendente o
algebraica, es una consecuencia de la utilidad
de las relaciones desarrolladas en el estudio del
rebote parabdlico sobre una linea recta inclina-
da, con las aplicaciones matematicas conocidas
de resolver raices poli némicas y/o puntos de
cruce por medio de asistentes computarizados
de grafica de relaciones. Finalmente, este tra-
bajo abarca el calculo de la longitud de arco de
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curva que desplaza el cuerpo que rebota por las
técnicas de integraciéon conocidas. El estudio
del nuevo movimiento parabdlico que se ge-
nera, en vista que las aceleraciones tanto para
el eje horizontal como para el eje vertical per-
manecen constantes, es posible obteniéndose
resultados muy cercanos a la realidad fisica del
comportamiento de un cuerpo que rebota sobre
una superficie a la que se le pueda representar
por una funcién del plano coordenado.

En funcién de lo presentado, se puede decir
que el ciclo de calculos de resultados por iteracion
desarrollados en este articulo para el calculo de
la direccién que sigue un cuerpo después de un
rebote sobre una superficie curva conocida, repre-
sentan una apertura de opciones para el estudio
de las variables y las constantes del movimiento
parabdlico. Ello genera un abanico de datos e
incégnitas a utilizar en este tema; que de desarro-
llarse corresponde a una aplicacién de la derivada
para los cursos de las carreras que contengan la

MatemdticasIcon esta temdtica; y una aplicacién
avanzada en la catedra de métodos numéricos en
las carreras de ingenieria. En vista de que el rebo-
te paraboélico sobre una superficie curva represen-
tada por una funcion del plano coordenado es un
conocimiento nuevo, se recomienda al lector que
analice estudios que demuestren estos resultados
y su aplicacién académica.
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