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RESUMEN

La comprension del concepto limite es fundamental en la
asignatura de Calculo de una sola Variable, ya que constituye la
base para el resto de los conceptos basicos estudiados en la
asignatura como son, la continuidad de una funcion en un punto,
la derivada y la integral de funciones de una variable; por lo que
es de suma importancia lograr en el estudiante un entendimiento
total del mismo, pues de no lograrlo no se alcanza un aprendizaje
significativo en la asignatura. Aunque este es un tema ampliamente
tratado, lo que se debe a la complejidad del propio concepto; en este
trabajo se sistematizan las dificultades encontradas y reportadas
en la bibliografia consultada que sirvieron como inspiracion para
proponer una detallada guia de observacion. Ademas, se realiza una
investigacion descriptiva para analizar e identificar las dificultades
que presentan los estudiantes de Quimica de la Universidad de
La Habana en la manipulacion del concepto de limite, a partir de
observaciones realizadas en clase y de evaluaciones sistematicas
y parciales de la asignatura. Los resultados son evidencia de las
dificultades conceptuales del limite de funciones de una variable
real y marcaran el punto de partida para definir las acciones a llevar
a cabo para solventar dichas dificultades, mejorando asi el proceso
de ensefianza aprendizaje de la asignatura.

PALABRAS CLAVE
Concepto limite funcional, obstaculos epistemoldgicos, dificultades
conceptuales, proceso de ensefianza-aprendizaje del Calculo.

ABSTRACT

The understanding of the limit concept is fundamental in the subject
of Calculus of a single variable, since it constitutes the basis for
the rest of the basic concepts studied in the subject, such as the
continuity of a function at a point, the derivative and the integral. of
functions of a variable; therefore, it is very important to achieve in
the student a full understanding of it, because if it is not achieved,
significant learning in the subject is not achieved. Although this
is a widely discussed topic, which is due to the complexity of the
concept itself; this paper systematizes the difficulties encountered
and reported in the consulted bibliography that served as inspiration
to propose a detailed observation guide. In addition, a descriptive
investigation is carried out to analyze and identify the difficulties
presented by Chemistry students at the University of Havana in
handling the concept of limit, based on observations made in class
and systematic and partial evaluations of the subject. The results
are evidence of the conceptual difficulties of the limit of functions
of a real variable and will mark the starting point to define the
actions to be carried out to solve these difficulties, thus improving
the teaching-learning process of the subject.
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Functional limit concept, epistemological obstacles, conceptual
difficulties, teaching-learning process of Calculus.
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Introduccion

La asignatura Calculo de una sola Variable en
la carrera de Quimica de las Universidad de La
Habana tiene como objetivo principal “crear y
desarrollar una base de conocimientos que per-
miten su generalizaciéon en otras asignaturas
y problemas” (MES, 2018), por lo que es impor-
tante realizar una enseflanza que propicie un
aprendizaje significativo que vaya mucho mas
alla de algoritmos para resolver un ejercicio.

Dentro de la asignatura tenemos que la
comprensién y el dominio del concepto limite
es fundamental; ya que son los cimientos sobre
los que se apoyan el resto de los conceptos ba-
sicos que se daran en la asignatura como son:
la continuidad de una funcién en un punto, asi
como la derivada y la integral de funciones de
una variable; por lo que es de suma importancia
lograr en el estudiante bases sélidas del enten-
dimiento del mismo.

El concepto de limite es en si un concepto
dificil de entender y por supuesto de ensenar,
Bldzquez y Ortega del Rincén (2000) sefialan
que dicha temadtica arrastra, probablemente,
la mayor cantidad de dificultades en su apren-
dizaje, la mayoria de las cuales estan ligadas
propiamente al concepto en si, el cual para
muchos estudiantes, segin los autores, es “ari-
do, poco atractivo, demasiado abstracto, que
olvidan totalmente con demasiada facilidad y,
en suma, es uno de los mas dificiles de ensenar
y aprender” (p.1).

A esa complejidad debe agregarse que la
pandemia provocada por el Covid-19 ha cau-
sado dafios a nivel mundial, desde el punto
de vista econémico, social y desde el punto
de vista educativo también, y nos vimos for-
zados a pasar a una ensefianza totalmente a
distancia en practicamente todos los niveles
de ensefianza, un tipo de ensefanza que,
aunque, no era nueva, fue la primera vez
que se usaba con exclusividad; por lo que los
estudiantes tuvieron que aprender a estudiar
solos, sin una guia presencial. Los estudiantes
que ingresaron en primer afo en el curso 2023
son producto de esta enseflanza en tiempos de
pandemia, y estamos viendo estudiantes con
mayor dificultad para aprender el concepto de
limite y continuidad en un punto de funciones
de una variable real.

Todo lo anterior nos conduce a plantearnos
algunas interrogantes, tales como: icudles
son las dificultades que estan presentando?,
icudles son los errores que cometen con mayor
frecuencia nuestros estudiantes en la mani-

pulacién de este concepto? /cudn diferentes
son estas dificultades respecto a las que se
presentan a nivel mundial? /debemos refor-
mular la manera en que estamos ensefiando
este concepto? /nuevas estrategias y formas de
ensefianza contribuirdn a un mejor aprendi-
zaje del concepto?

En este trabajo pretendemos hacer un estu-
dio de investigaciones precedentes con respecto
a las dificultades que los estudiantes presentan
en el concepto del limite de una variable real y,
ademds disefiar una guia de observacién para
lograr clasificar e identificar las dificultades
que presentan los estudiantes de la carrera de
Quimica en la Universidad de La Habana en el
curso 2023; dentro de la asignatura Calculo de
una sola Variable.

Endicha asignatura, que se imparte bajo un
modelo de educacién presencial, se abordan los
temas: limites, continuidad, derivacién, apli-
caciones de la derivada, integrales indefinidas,
definidas e impropias, aplicaciones de la inte-
gral definida e indefinida y series numéricas y
de potencial. Como parte de la evaluacion de
la asignatura el estudiante debe realizar una
prueba parcial, una prueba intrasemestral y
una prueba final, asi como cuatro seminarios y
12 preguntas escritas.

Con los resultados obtenidos en la presente
investigacion, los cuales constituyen la primera
etapa de la tesis de maestria de la primera auto-
ra, secontara conargumentoseinformacionutil
que permitan sugerir acciones encaminadas a
favorecer los procesos de ensefianza-aprendizaje
del concepto de limite y continuidad, con el ob-
jetivo de que los estudiantes logren comprender
de manera satisfactoria dichos contenidos vy,
que sean capaces de usarlos en otros contextos
de la misma disciplina o en otras disciplinas de
la carrera.

El concepto de limite de una funcién de una
variable real esampliamente estudiado por la co-
munidad cientifica, pues hay muchas maneras
de ensefarlo y se presentan muchas dificultades
en la comprensién del mismo por los estudian-
tes. Pero no debe obviarse la dificultad del con-
cepto en si, pues como expresa Mira (2016):

“El refinamiento del concepto de limite fue
dificil para los cientificos de la época dada
la profundidad del mismo por su auténtica
naturaleza y porque requiere una precision
de pensamiento y una percepcion del siste-
ma de los nimeros reales que no era facil de
conseguir”. (Mira, 2016, p.7)
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Desarrollo

El marco tedrico de esta investigacién estard
constituido por dos componentes fundamen-
tales: las etapas histdricas en la evolucion del
concepto y los obstaculos epistemolégicos que
dificultan el aprendizaje del concepto del limite
de una funcién de una variable real.

Evolucion historica del concepto

de limite de una funcion real

Es importante analizar la evolucién del con-
cepto del limite ya que permite evidenciar las
interacciones en el desarrollo de las nociones
matemadticas, caracterizar el contexto en el
que aparecen los conceptos, como una mues-
tra de que el desarrollo de los conceptos no
es lineal (Gonzalez, 2009; Gonzalez & Sierra,
2003). Varios autores dividen la evolucién del
concepto de limite en distintas etapas que va-
rian en dependencia del punto de vista desde
el cual se analice.

Dado el cardcter pedagégico de la presente
investigacién, tomaremos la perspectiva de
clasificacién de Blazquez y Ortega del Rincén
(2002), citados en la Tesis doctoral de Arias
(2019), los cuales proponen cuatro etapas de
evolucién de la epistemologia de la nociéon
de limite: el inicio del cdlculo infinitesimal,
la transformacién de los fundamentos del
analisis infinitesimal, la rigurosidad y arit-
metizaciéon del calculo y, en el siglo XX, la
concepcioén topoldgica del limite. Estas etapas
“se diferencian basicamente por la concepcién
de limite que subyace en ellas, aunque la se-
paracion no sea nitida” (Blazquez & Ortega del
Rincén, 2002, p.3). En la tabla 1 se resumen
cada una de las etapas mencionadas.

Tabla 1. Evolucion del concepto de limite

ETAPA CARACTERIZACION DE LA ETAPA

Los principales problemas a resolver involucraban
metodologias para hallar areas y volimenes (Método de
exhauscion de Eudoxo de Cnido, 360 A.C; Método de los
infinitésimos de Kepler, 1571-1630), para sumar series
numéricas (Nicole de Oresme, 1323-1360), para el calculo
de tangentes (Métodos para el calculo de tangentes de

5;"23 d'o'xo Leibniz, 1646-1716, de Fermat, 1601-1665), la velocidad
d6 Cnido a la (Preconcepcion de limite de Newton, 1648-1727), y
s il longitudes de curvas. La concepcion del enfoque del limite
del siglo YVIl es intuitiva e implicita, como un proceso de aproximacion.

En la primera parte de esta época, la nocion del limite

es solo utilizado en la practica y no como objeto de
estudio, es gracias a los trabajos de Newton y Leibniz
donde la nocion de limite comienza a superar su estatus a
herramientas utiles para describir y estudiar otros objetos
matematicos

ETAPA CARACTERIZACION DE LA ETAPA

En esta etapa se produce la ruptura del paradigma
aristotélico, que daba prioridad a la cantidad antes que a
lo cualitativo, y es la Geometria Analitica a que permitio
asociar estas categorias, aceptando al Algebra como
instrumento para generar nuevas curvas y estudiar sus
propiedades geométricas. El concepto del diferencial

se constituye en el aspecto central del calculo. Euler
(1707-1743) determina la importancia de considerar a las
funciones como objeto de estudio del calculo. D'Alembert
(1717-1783) fue el primero en proponer la ‘Teoria de
limites’ como alternativa a la solucion a los problemas
de la época (Medina, 2001). La nocion de limite que
prima en esta etapa es la concepcion algebraica, que se
constituyd en una herramienta para describir y analizar
otros objetos matematicos como la continuidad y las
derivadas (Blazquez & Ortega del Rincan, 2002).

En esta etapa se reinterpretan y demuestran analiticamen-
te conceptos y teoremas basados en intuiciones geomé-
tricas. Los conceptos matematicos que toman mayor
importancia en esta época son: la teoria de conjuntos y

la lagica; el concepto de funcion que se constituye como
el objeto central del andlisis; el concepto de infinito, cuya
concepcion se mantiene hasta la actualidad; el concepto
de continuidad y, los infinitesimales pensados como una
cantidad variable que se hace infinitamente pequena
cuando su valor numérico decrece indefinidamente de
forma que converge al limite 0. En esta etapa se concibe
al limite como una nocion matematica que, sirve como
soporte a otras como continuidad, derivada e integral
(Blazquez & Ortega del Rincon, 2002). Se destacan
matematicos como: Cauchy (con trabajos publicados entre
los afos 1789-1857), Bolzano (1781-1848) y Weierstrass
(1815-1897)

La cuarta etapa se circunscribe al siglo XX, y esta
relacionada con las concepciones de tipo topoldgico,
cuyo objetivo es generalizar los conceptos del calculo a
conjuntos no necesariamente numéricos, lo que implica
un tratamiento en niveles de educacion superior y no de
bachillerato (Blazquez & Ortega del Rincon, 2002).

Fuente: Elaboracion propia como resumen de (Arias, 2019)

Etapa 2:
Segunda mitad
del siglo XVIII

Etapa 3:
Siglo XIX'y
principios del
siglo XX

Etapa 4:
Siglo XX

Lo anterior pone de manifiesto que histérica-
mente el concepto de limite ha llevado siglos
de evolucién, primero el concepto fue pura-
mente intuitivo, después se llevé a cabo una
concepcién algebraica y por ultimo adquirié
protagonismo la concepcién analitica. Sin em-
bargo, los profesores pretendemos que nuestros
estudiantes, en un corto periodo de tiempo,
asimilen el concepto en toda su dimensién, que
“logren determinarlos, reconocerlos tanto de
forma grafica como algebraica, haciendousode
tablas, representaciones en el plano cartesiano,
asi como verbal” (Quesada & Padilla, 2019).

Obstaculos epistemoldgicos y dificultades en la

comprension del concepto de limite de una funcion real
Los obstaculos epistemolégicos son formas
de comprensién basadas en esquemas de
pensamiento inconscientes, culturalmente
adquiridos y en ocasiones anacrénicos, que
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intervienen en el proceso de ensefianza y apren-
dizaje de los conceptos matematicos, por lo que
se hace necesario conocerlos para desarrollar
los medios didacticos que permitan superarlos
(Sierpinska, 1990). La importancia de “conocer
el origen de un obstaculo epistemoldgico radica
en que al reconocerlo es posible establecer solu-
ciones que en realidad ataquen a la raiz misma
del obstaculo detectado” (Arias, 2019).

Cornu (1983, citado por Quesada & Padilla,
2019) sefiala algunos obstaculos epistemolégicos
que afrontan los estudiantes; el primero, el rela-
cionado al sentido comun de la palabra limite,
que induce a concepciones relacionadas a una
barrera insuperable, por lo que les crea la duda de
si se alcanza o no el limite; segundo, la nocién
del infinito, la cual induce una nueva manera
de razonamiento; y, finalmente, los conceptos
infinitamente grandes y las cantidades infinita-
mente pequenas. Recordemos que, para nuestros
estudiantes el concepto del infinito tanto infini-
tamente grande como infinitamente pequefio,
les aparece por primera vez aqui en el cilculo de
limites; y que, aunque los estudiantes puedan
tener una nocién del universo de ser infinita-
mente grande no logran refinar ese concepto con
facilidad, por lo que empieza desde el inicio a ser
una contradiccion que les cuesta mucho superar.

También son objeto comun de estudio en las
investigaciones en la Ensefianza de la Matemd-
tica las dificultades asociadas al concepto del
limite, incluso han sido categorizadas en la in-
vestigacién realizada por Vrancken, Cregorini,
Engler, Miiller, & Hecklein (2006) como:

m Dificultades relacionadas con el concepto de fun-
cién: las vinculadas a la representaciéon
grafica de las funciones; al concepto
de dominio de una funcién y a la dis-
tincién entre variable independiente y
dependiente.

m Dificultades relacionadas con el concepto de
limite: como es comprender que el limite
ocurre cerca del punto y no en el punto;
dificultades para reconocer e interpretar
limites laterales; manipulacién alge-
braica de las leyes de las funciones y;
comprender que el calculo del limite no
es siempre por sustitucion.

m Dificultadesparapasar deunsistema derepresen-
tacion a otro: para relacionar expresiones
de limites con su traduccién grafica o el
proceso contrario.

Ademas, en la citada investigacion, se llega a
la conclusién de que “pareciera haber falta de

capacidad de los alumnos para manejar mucha
informacion en simultdneo, integrarla y dar una
respuesta adecuada” (Vrancken etal., 2006, p.18).

También vale la pena mencionar las conclu-
siones de Tall (1992) sobre las dificultades cogni-
tivas que presentan los estudiantes respecto al
concepto de limite de una funcién:

m Dificultadesincorporadasen el lenguaje:
términos como “limite”, “tiende a”, “tan
pequerios como nos plazca” tienen un po-
deroso significado coloquial que entran
en conflicto con los conceptos formales.

m El proceso de limite no se realiza por
simple aritmética o algebra, surge el
concepto de infinito y todo se vuelve
“rodeado de un misterio”.

m El proceso de encontrar “una variable
cada vez mds pequefia” es muy comun-
mente interpretado como “una cantidad
variable arbitrariamente pequeiia”, que
sugiere implicitamente conceptos infi-
nitesimales incluso cuando estos no se
ensefian explicitamente.

m Del mismo modo, la idea de “obtener un
N arbitrariamente grande”, sugiere im-
plicitamente concepciones de nimeros
infinitos.

m Los estudiantes a menudo tienen di-
ficultades sobre si el limite puede ser
realmente alcanzado.

m Hay confusién sobre la comprensién
del paso de limite finito al infinito, es
decir, en interpretar “lo que sucede en el
infinito”. (Tall,1992, p.14)

En las investigaciones de Herndndez, Prada y
Ramirez (2017) se reportan las siguientes difi-
cultades:

m Los estudiantes suelen tener dificulta-
des para comprender los conceptos abs-
tractos de limite y continuidad, que no
se pueden visualizar de manera directa.

m Tienden a confundir el limite de una fun-
cién con el valor de la funcién en un punto.

m Tienen dificultades para aplicar la defi-
nicién formal de limite en la resolucion
de problemas y ejercicios.

m Tienden a confundir los conceptos de
limite y continuidad, asumiendo que
los dos representan la misma idea.

En una investigacién similar, Quesada y Padil-
la (2019) encontraron que los estudiantes:

N | ALTERNATIVAS
<7 1SSN: 1390-1915 « VOL. 23 « N.23 « 2022 « 21-30



~ | ALTERNATIVAS
S~ 11SSN: 13901915 « VOL. 23 « N.03 « 2022 « 21-30

DIAZ, A., BADIA, V.

m Tienen problemas para interpretar y
utilizar correctamente los simbolos y la
notacién matematica que se utilizan en
la definicién formal de limite.

m Tienen problemas de tipo algebraico.

m Tienden a aplicar la definicién de limite
de forma mecdnica, pero se evidencia
que no ha sido interiorizada o compren-
dida correctamente.

Todo lo anterior evidencia que los estudiantes
enfrentan numerosas dificultades al aprender
sobre limites, incluyendo dificultades concep-
tuales, problemas con la notacién matematica,
dificultades para visualizar y conceptualizar la
nocién del infinito y de lo infinitesimal, y di-
ficultades con la aplicacién de estos conceptos
en la resolucién de problemas y ejercicios. Este
tipo de investigaciones no han sido realizadas
en Cuba en una etapa de post pandemia, ni
tampoco con los estudiantes de la carrera de
Quimica, lo cuallleva a preguntarse si nuestros
estudiantes tienen las mismas dificultades o
han surgido otras, lo cual justifica la presente
investigacion.

Metodologia

El estudio realizado es de caracter descriptivo
y se tomd como poblacién a los estudiantes de
la asignatura Calculo de una sola Variable en
la carrera de Quimica de la Universidad de La
Habana. La muestra estuvo conformada por 55
estudiantes, donde se encontraron 21 chicos y
34 chicas. Estos son estudiantes de los grupos
1y 3delacarrera de Quimica, los cuales tienen
una profesora de conferencia y la misma pro-
fesora de clases practicas, la cual es la primera
autora de este trabajo.

Entre los métodos de investigacion empiri-
cos usados se encuentra la observaciéon de los
modos de actuacién de los estudiantes en cla-
ses practicas para obtener informacién sobre
la cantidad de estudiantes que llegan con una
preparacién previa a la clase y la calidad de esa
preparacioén, asi como la cantidad de ejercicios
que son capaces de resolver en clases practicasy
cudnta ayuda necesitan del profesor. También
seutiliz6 el analisis documental de las respues-
tasalaspreguntasescritasydel examen parcial
realizado por los estudiantes. Estos métodos,
unidos a los métodos de caracter tedrico, como
el analisis-sintesis, el método histérico-légico
y la abstraccién nos permitieron describir las
relaciones esenciales del objeto de estudio,
logrando asi hacer una categorizacién de las

dificultades que presentan los estudiantes con
el concepto de limite y en base a la misma ela-
borar un instrumento que fue aplicado durante
el proceso investigativo.

Categorizacion de las dificultades

en el concepto de limite

Como resultado del estudio bibliogrdfico, la
reflexién y el andlisis realizado, se proponen 4
categorias para profundizar en las dificultades
que enfrentan los estudiantes en el concepto de
limite: la dificultad conceptual, la de trabajo
algebraico, la de argumentacién y la de forma-
lismo simbélico. Estas categorias son una refor-
mulacion de las ya presentadas por (Quesada &
Padilla, 2019), aunque las categorias no se defi-
nen de la misma forma, por lo que en la Tabla
2 se precisan las definiciones adoptadas en el
trabajoy, ademas, se brinda una lista detallada
de los errores y dificultades mdas comunes, lo
que constituye un aporte del presente trabajo.

Tabla 2. Tipos de dificultades, sus definiciones y manifestaciones

DIFICULTAD  DEFINICIGN Y MANIFESTACIONES DE ESTAS

Dominio incorrecto o insuficiente de la definicion de limite

y continuidad de una funcion en un punto. Ejemplos de esta

dificultad son:

m No diferenciar para qué tipos de funciones y en cuales
puntos, es necesario hallar los limites laterales.

m No identificar el tipo de indeterminacion que se presenta,
en caso de existir.

m Confundir una indeterminacion con una forma indefinida.

m Alanalizar continuidad no hacer un analisis de limite o no
comparar el valor del limite hallado con la funcion evaluada
en el punto.

m No clasificar el tipo de discontinuidad que se presenta.

En la realizaci6n del trabajo al[?ehrqico encaminado a la
eliminacicn o transformacion de la indeterminaci6n presente en
el calculo del limite, el estudiante comete errores, tales como:

m Factorizar incorrectamente.

m Simplificar expresiones fraccionarias con sumas y restas
sin extraer factor comun previamente.

m No dominar el trabajo algebraico relacionado con la
factorizacion o simplificacion cuando las expresiones
contienen raices.

m Las transformaciones que realiza no conducen a la
eliminacion de la indeterminacion dada.

Cuando el estudiante es incapaz de explicar correctamente por
qué realiza determinadas acciones o justificar la estrategia
seguida en la solucion. Manifestaciones de esta dificultad son
las relacionadas con:

m Comprender por qué se tiene una indeterminacion.

m Justificar el tipo de indeterminacion presente.

m Comprender qué tipo de manipulacion algebraica
transforma una indeterminacion en otra (por ejemplo,
hallar denominador comtin en la resta de dos fracciones
transforma la indeterminacion co-co gn co/co).

m Argumentar por qué es necesario multiplicar por la
expresion conjugada en una indeterminacion co-co
(para transformarla en una suma de dos infinitos que no
constituye una indeterminacion).

m Comprender que con ayuda de la simplificacion de
fracciones puede eliminarse la indeterminacion.

m Comprender que los cambios de variables usualmente no
eliminan indeterminaciones, pero facilitan el calculo de limites,
por ejemplo, al pasar de expresiones irracionales a racionales.

Conceptual

De trabajo
algebraico

De argumen-
tacion
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DIFICULTAD  DEFINICIGN Y MANIFESTACIONES DE ESTAS

Cuando en el proceso de solucion del ejercicio se hace un uso

inadecuado de la simbologia correspondiente al limite y la

continuidad, como puede ser:

m Omitir el simbolo de limite cuando atn no lo ha calculado, sino
que solo se han realizado transformaciones algebraicas

m Escribir Im/c =2 =0 g similares.

m Escribir fim =/¢) para indicar que el limite es igual a la funcion
evaluada en el punto.

m Omitir el punto en el cual se esta hallando el limite de una funcion.

m Usoincorrecto o inexistente de la simbologia aceptada para los
limites laterales.

Formalismo
simbélico

Descripcion del instrumento para la identificacion de las
dificultades de los estudiantes de la carrera de Quimica
en la comprension del concepto limite funcional
Tomando en cuenta las categorias anteriores se
elabord un instrumento para la identificacion de
las dificultades de los estudiantes de la carrera
de Quimica en la comprensién y manipulacién
de los conceptos de limite y continuidad. El
instrumento elaborado consiste en un banco de
preguntas, ejercicios parecidos a los presentes en
el texto basico de la asignatura o en otras biblio-
grafias complementarias, ejercicios modificados
o concebidos que permiten establecer la presencia
ono delasdificultades segtin la clasificacion rea-
lizada. Este instrumento es dinamico, es decir,
que puede ser actualizado a medida que avanza
la investigacién: incrementarse la cantidad de
preguntas, modificarse las preguntas para reve-
lar las evidencias que buscamos con mas claridad
y precisiéon, o poner nuevos tipos de preguntas.

El instrumento realizado tiene diferentes ti-
pos de preguntas, las cuales se clasifican como:
de cdlculo de limites con trabajo algebraico
(CLA), de argumentacién usando el significado
conceptual del limite (AC), de relacién de limite
y continuidad de una funcién de una variable
real en un punto (LCP), y de cambios de contexto
(CO), que significa pasar de lo algebraico-anali-
tico a lo sintético-geométrico y viceversa. En la
tabla 3 se relacionan cada uno de los tipos de
preguntas con los objetivos de estas.

Tabla 3. Relacion entre los objetivos y los tipos de pregunta

OBJETIVOS DE LAS PREGUNTAS TIPO DE PREGUNTA

Calcular limites de funciones que presenten indeter-
minaciones del tipo: 3, — o, Z, usando factorizacidn,

sustitucion, infinitésimos equivalentes, racionalizacion, ~ Calculo de
conjugadas o la regla de 'Hospital. limites con trabajo
Aplicar los limites fundamentales algebraicos o algebraico (CLA)
trigonométricos, en las expresiones que producen
formas indeterminadas del tipo: 1% 0 3.
Interpretar y argumentar la diferencia entre limite
infinito y limite al infinito, explicando surelacionconla .. .

s T Significado
grafica de la funcion ¥ = F(x).

. ; . - conceptual del
Uso de las formas indefinidas y analisis del limite o
limite (AC)

a partir del conocimiento del comportamiento de
funciones como ;t y e* para el calculo de limites.

OBJETIVOS DE LAS PREGUNTAS TIPO DE PREGUNTA

Dada la informacion del resultado de un limite, y/o
limites laterales, graficar el posible comportamiento de
la funcion y viceversa.

Cambios de
contexto (CC)
Aplicar el concepto de limites laterales iguales en la Relacion de limite
comprobacion de la existencia del limite puntual para y continuidad de
funciones a tramos o redefinidas en un punto. una funcion de una
Comprobar las condiciones que debe cumplir en el punto  variable real en un
una funcion de una variable para que sea continua. punto (LCP)

Resultados obtenidos en la aplicacion del instrumento
El instrumento se aplicé en el primer semestre
del afio 2023 en dos momentos del curso y para
dos tipos de evaluaciones parciales diferentes;
un primer momento fue una pregunta escri-
ta, y un segundo momento que es la prueba
parcial. La pregunta escrita se realizé con el
objetivo de observarlos métodos que usan los es-
tudiantes para resolver las indeterminaciones;
y la prueba parcial, donde hay mds preguntas
relacionadas al concepto de limite, para tener
mayor informacién de otras representaciones
semiodticas del concepto.

Tomando como referencia los objetivos de
las preguntas que conforman el instrumento
(Tabla 3) y la categorizacioén de las dificultades
(Tabla 2), se disenid una guia de observacién
que esta constituida por una lista para la veri-
ficacién de las respuestas de los estudiantes en
cada examen aplicado. El criterio utilizado para
analizar las respuestas de los estudiantes; es es-
tablecer la presencia o ausencia de lo que se des-
cribe en la lista de verificaciéon, queddndonos
con el niimero de comportamientos presentes y
calculando asi el porcentaje de estos.

En la tabla 4 se sistematizan los resultados
de la aplicacién del instrumento, apoyandose
de la lista de verificacién y el porcentaje de
presencia de los elementos de la lista en cada
una de las respuestas de los estudiantes a las
preguntas realizadas. No todos los criterios son
medibles en cada una de las preguntas, por lo
que hay casillas de la tabla que dicen NA, lo cual
significa que ese criterio no es medible en la
pregunta especifica.

Tabla 4. Resultados de la aplicacion del instrumento con ayuda de
una guia de observacion

PREGUNTA PREGUNTA 1A PREGUNTA 1B PREGUNTA 2

LISTADEVERIFICACION ESCRITA  DELPARCIAL DELPARCIAL DEL PARCIAL

Hay evidencia que
permita asegurar que
intento resolver el
ejercicio.

Resuelve correcta-
mente solo algunos ~ 87.3 NA 80 58.2
pasos del ejercicio

98.2 90.9 92.7 T6.4
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PREGUNTA PREGUNTA 1A PREGUNTA 1B PREGUNTA 2

LISTADEVERIFICACION ESCRITA  DELPARCIAL DELPARCIAL DEL PARCIAL

Se evidencia que tiene
claro el procedimiento  32.7 413 40 3
que debe realizar.

Justifica de

forma clara, en caso

de existir, el tipo 87.3 NA 78.2 20
de indeterminacion

generada.

Confunde una forma
indeterminada conuna  12.7 NA 218 40
forma indefinida.

Resuelve el ejercicio
hasta obtener el 727 78.2 63.6 54.5
resultado final.

El resultado final es
correcto.

En la solucion sus

argumentos conllevan

errores de razona-

miento, justificaciones  78.2 49 69 82
inadecuadas o

explicaciones sin

sentido.

Comete errores en el

trabajo algebraico que

impiden que llegue a

una solucion correcta 59 ) % e
0 no realiza trabajo

algebraico alguno

Hay evidencia de que

no conoce el trabajo

algebralct_) necesario ., . NA n 634
para continuar el

ejercicio y por eso no

lo termina

Omite o confunde el

uso de la simbologia

correspondiente 237 345 40 473
durante la resolucion

del ejercicio.

Se evidencia una
estructura de orden

en la solucion del
ejercicio.

Confunde una funcion
redefinida en el punto
con una funcion a
tramos, lo que conlleva
aerrores al utilizar los
limites laterales

Hay evidencia de que

sabe que el limite si

existe es inico, pero

no logra terminarel ~ NA NA NA 38.2
analisis de continuidad

de una funcion en un

punto.

Hay evidencia de que

es capaz de relacionar

el resultado de un NA 1 NA NA
limite con el analisis

grafico de una funcion.

16.4 54.5 20 13

36.3 45.5 345 213

NA NA NA 4.5

PREGUNTA PREGUNTA 1A PREGUNTA 1B PREGUNTA 2

LISTADE VERIFICACION ESCRITA  DELPARCIAL DELPARCIAL DEL PARCIAL

Uso incorrecto de la
regla de L'Hospital
y/o de infinitésimos
equivalentes.

NA 14.5 14.5

Analisis de resultados
Podemos observar en la tabla 4 que hay estudian-
tes que ni siquiera intentan hacer el ejercicioy que
es especialmente notable en la segunda pregunta
del parcial, en la cual debian analizar la continui-
dad de una funcién en un punto, esta pregunta
solamente la intentaron hacer el 76.4% de los
estudiantes y solamente el 7.3% logré resolver
bien la pregunta, lo cual demuestra claramente
la gran dificultad que tienen los estudiantes con
estos tipos de preguntas. Vale la penaresaltar que
el 85.5% de los estudiantes presentan errores en el
trabajo algebraico y un 74.6% de los estudiantes
ni siquiera saben qué trabajo algebraico pueden
realizar para seguir resolviendo el ejercicio. Es
importante resaltar que un 87.3% de los estudian-
tes es capaz de identificar una indeterminacion
cuando estan en presencia de preguntas de
calculo de limite, pero, solamente el 20% es capaz
de identificarla en un ejercicio de andlisis de
continuidad; al parecer los estudiantes saben que
deben aparecer en un ejercicio de calculo y por
lo tanto la buscan de forma mecanica, pero en
verdad no tienen interiorizado ese concepto.
También es preocupante que solamente el
11% de los estudiantes es capaz de relacionar el
resultado de un limite con el comportamiento
grafico de la funcién alrededor del punto o en el
infinito, lo cual demuestra que hay lagunas en
el entendimiento de los estudiantes con respec-
to al concepto de limite. Pero al menos podemos
ver que es muy pequeiio (14.5) el porciento de es-
tudiantes que usan de forma incorrecta los infi-
nitésimos equivalentes o la regla de 'Hospital.
Los resultados obtenidos demuestran que
con el instrumento utilizado se puede determi-
nar y analizar las dificultades que presentan
los estudiantes con el concepto de limite y la
continuidad de la funcién en un punto. Los
resultados evidencian que los estudiantes
tienen errores de tipos simbélicos, algebraicos,
de interpretacién geométrica y sobre todo que
no tienen incorporados algoritmos correctos al
resolver ejercicios relacionados con el analisis
de continuidad de funciones.
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CONCLUSIONES

El estudio bibliografico realizado acerca de la
evolucién histérica del concepto de limite, y de
los obstaculos y dificultades que han sido repor-
tados por diferentes investigadores permitio
proponer una categorizacién de las dificultades
presentes en la nocién de limite que resulta
apropiada a los objetivos investigativos de este
trabajo. A partir de dicha categorizaciéon se
elaboré un instrumento que fue aplicado en dos
momentos del curso. El andlisis de los resulta-
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